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Durante su conferencia sobre la Atmósfera y la Capa de Ozono, nuestro Presidente, D. Angel Barcala, invitó en general a preparar una charla sobre el Número Áureo, y esto hizo que me vinieran de repente a la memoria los recuerdos de hace unos 60 años, cuando estudiaba Matemáticas para el ingreso  en la entonces Escuela Especial de Ingenieros Navales, y recordar los cientos de problemas que había que resolver, la consulta de revistas especializadas (la entrañable “Euclides”), la resolución con sistema o la resolución por feliz idea, las muchas hora de vela con compañeros de fatigas discutiendo la solución más elegante, etc.

Estos recuerdos me llevan a la primera digresión, por la cual, y por las que puedan surgir en adelante, pido perdón, y es que, aunque quizá sean preguntas que para alguien parezcan obvias y tengan la solución por sabida, yo, y supongo que también algunos de vosotros., desconozco:

 ¿Cuántos Megas, Gigas, Teras, o yo que se, que cantidad de bits, o de la unidad de almacenamiento que sea, tenemos en la memoria?.

¿Los recuerdos como se almacenan, en sistema binario o de que otra forma?.

¿Cómo están identificados esos bloques (¿archivos?) de memoria?.

¿Cuál es el mecanismo de recuperación de esos bloques de memoria?

Cuando se dice que a nuestra edad se va perdiendo memoria, yo no estoy totalmente de acuerdo. Si la hubiésemos perdido, nunca podríamos volver a recargar en ella aquellas sensaciones, imágenes, sonidos, olores, etc. que después de muchos años sin revivir, recordamos de nuevo.

Es verdad que hay muchas zonas de la memoria que sí pueden haberse borrado, pero creo que el deterioro está más en el Explorador de la Memoria (analogía al Explorador de Windows, Explorador de Internet, etc.), que en la propia memoria, puesto que lo que no es capaz de encontrar en un momento dado, lo encuentra a veces en momentos, horas o días posteriores.

Esto me da pie para solicitar de nuestro Presidente, si cree que es de interés general, que gestione la posibilidad de que nos den una charla sobre la Memoria, pero en su faceta matemática-físico-química-biológica, no en la faceta de la Psicología.

Pero volviendo al hilo de lo que iba diciendo, el destello anterior me hizo pensar que sí sería curioso volver a aquellos tiempos, y bucear un poco en lo que hay alrededor del Número Áureo.

Y cometí la insensatez de comprometerme a esta charla, que deseo no os resulte muy tediosa.

Son tantos los temas relacionados con el número áureo, tan discutibles las conclusiones de algunos de ellos (exceptuando los puramente matemáticos), tan extensa la bibliografía existente y muchos de ellos con materia más que suficiente para servir por si solos para una charla, que me tendré que limitar a enunciarlos y dar unos ejemplos de los mismos tomados de los defensores del número áureo, aunque personalmente no esté de acuerdo con alguno de ellos. 

En el índice podemos ver los distintos aspectos tratados, y al final incluyo una muestra de  bibliografía (no me atrevo a llamarla selección, lo que implicaría una valoración de la misma), para el que desee consultarla.

Y pido de antemano perdón por el atrevimiento, por el enfoque e incluso por las herejías en las que pueda caer en estas digresiones, ya que no soy especialista en ninguno de los temas tratados, a los destacados matemáticos que existen entre nosotros, y de los que quiero destacar al viejo amigo y compañero Julio Fernández Biarge, y a los especialistas en otras disciplinas que rozo en esta exposición, a los que ruego me comenten lo que consideren no es correcto.

NÚMEROS CURIOSOS


Hay números en las matemáticas (no hablamos de distintas constantes físicas), que han conseguido, por diversas razones, el honor de tener nombre propio y su correspondiente signo distintivo, que en general está tomado del alfabeto griego.


Entre ellos encontramos, entre los números irracionales:


Símbolo, nombre y descripción Valor decimal
- π  - pi 
- medida de la circunferencia tomando el diámetro por unidad 
- 3.1415927...

-  e 
- base de los logaritmos neperianos




- 2.718282...

- Φ  - Phi- número áureo
- 
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- 1.6180339...

-  φ - phi – la parte decimal de Phi
= 1 / Φ




- 0.6180339...

-  ¨ -papiro - 
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- 1.4142135... 

y entre los números enteros

- 1, 2, ...., 9 – uno, dos, ....., nueve





- 1, 2, ..., 9

- 0 
- cero







- 0

Peor suerte tienen otros números, que a pesar de su importancia, no tienen representación directa, y tienen que tomarla prestada por combinación de otros:

- 10 en su sistema
- base del sistema binario



- 2

- 10 en su sistema
- base del sistema decimal



- 10

- 10 en su sistema
- base del sistema hexadecimal


- 16


El símbolo ¨  que utilizo para el número, relación y rectángulo papiro es el que corresponde al  jeroglífico egipcio para la palabra papiro.

Como curiosidades del número Φ:

 1-phi = phi2 = Phi-2


Phi,   1 / Phi   y   Phi2    tienen los mismos decimales.

Si multiplicamos 1 por Phi y sucesivamente vamos repitiendo la misma operación, o dividimos 1 por phi, y sucesivamente igual, obtenemos los mismos números

Multiplicacion por 1.618… 
Division por 0.618…

1        x 1.618 =   1.618… 
1        / 0.618 =   1.618… 

1.618 x 1.618 =   2.618...
1.618 / 0.618 =   2.618… 

2.618 x 1.618 =   4.236… 
2.618 / 0.618 =   4.236... 

4.236 x 1.618 =   6.854… 
4.236 / 0.618 =   6.854... 

6.854 x 1.618 = 11.09... 
6.854 / 0.618 = 11.09... 

En adelante solo vamos a hablar sobre los números irracionales arriba indicados.

SU CALCULO

 POR MEDIO DE SERIES


El cálculo de los números irracionales mencionados anteriormente, puede hacerse por medio del cálculo de series. Las series que los definen son:


e    = 1 + 1/1! + 1/2! + 1/3! + 1/4! + 1/5! + ... + 1/n! + ....


¨ = 1 + 1/2 - 1.1/2.4 + 1.1.3/2.4.6 - 1.1.3.5/2.4.6.8 + ...
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Para calcular la serie que nos dé el número áureo, debemos antes definir la serie de  números de Fibonacci, que tendrán también un destacado papel en esta charla.

Los dos primeros términos de esta serie son 0 y 1 (algunos eliminan el 0 como primer término considerando 1 y 1), y los siguientes son la suma de los dos anteriores, es decir


0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597, ....


El número áureo es el límite al que converge el cociente de un término de la serie y el anterior.


Pero aunque siempre se toman los números de Fibonacci como serie básica para determinar el valor del número Phi, éste número se obtiene como límite de cualquier serie de números creada como la de Fibonacci (un término igual a la suma de los dos anteriores), pero siendo cualquiera la pareja de números iniciales. Si por ejemplo tomamos 7 y 3 en lugar de 0 y 1, obtenemos la serie


7, 3, 10, 13, 23, 36, 59, 95, 154, 249, 403, 652, 1055, ....

que nos da para el cociente entre ellos

0,43..., 3.33..., 1.3, 1.77..., 1.56..., 1.64..., 1.6101..., 1,6210..., 1.6168..., 1,6184..., 1.6178..., ...


La serie de Lucas  2, 1, 3, 4, 7, 11, 18, ..., nos da el mismo resultado.


Para algunas aplicaciones se consideran otras series, basadas en el mismo principio que la serie de Fibonacci, pero en la cual se definen los p primeros, y a partir de ellos el término siguiente es la suma de los p anteriores. Estas series convergen también en números que Marlewski y Werther llaman números de Fidias ricos y que cumplen la ecuación  

gk  - gk-1   - gk-2 - ... - g – 1 = 0. 

En el caso particular de k = 3, obtenemos la serie  

0, 0, 1, 1, 2, 4, 7, 13, 24, 44, 81, 149, 274, 504, 927, 1705, 3136, ....  

que a veces se llama serie de Tribonacci, y al número de convergencia Número argéntico (1.839286795...)


Los números de Fibonacci, y los de las otras series derivadas que hemos definido, son números enteros. Sin embargo hemos encontrado autores que llaman números de Fibonacci a aquellas series irracionales que partiendo de un número arbitrario obtienen los demás números de la serie por multiplicación por el número  Φ. Creo que es mas correcto denominar a estas series escala áurea.

POR OTROS MEDIOS

Por fórmulas


Si consideramos los números de Fibonacci como una función de los números enteros positivos,



n      = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6,   7,   8, ...



F(n) = 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, …

la función considerada es la llamada fórmula de Binet



F(n) = Redondeo  de  Φn/
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Los números de Fibonacci también pueden calcularse por medio de la fórmula de Eduard Lucas
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Estos números cumplen la propiedad de que   xn+1  . xn-1  =xn2   +(-)1


Recordamos que hay autores que consideran los dos primeros términos de la serie de Fibonacci el 0 y el 1, mientras otros consideran 1 y 1.

Por fracciones continuas


Las raíces de la ecuación x2 – bx – 1 = 0, o sea x = b + 1/x, siendo b entero y positivo,  pueden calcularse por medio de una fracción continua, sustituyendo indefinidamente el valor de x,  por sí mismo.


x = b +____1____                                      
                           b +____1____  

                                 b +____1____
                                        b + etc.

El número áureo es una raíz de la ecuación   x2 – x – 1 = 0, de forma que si utilizamos su fracción continua, lo calcularemos rápidamente.


Φ = 1 +____1____             
                           1 + ____1____   

                                  1 + ____1___

                                          1 + etc.


Sus valores de convergencia son precisamente 1, 2, 3/2, 5/3, 8/5, … es decir el cociente de dos números consecutivos de los números de Fibonacci.

El número papiro no cumple la ecuación cuadrática anterior, pero si hacemos la transformación x = 1 + 
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,  (ah, las famosas felices ideas de nuestros estudios),  obtenemos la ecuación   x2 – 2x –1 = 0   y entonces se llega al siguiente desarrollo de la fracción continua del número papiro ¨ = (1 + 
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¨ = 1 +____1____             
                           2 + ____1____   

                                  2 + ____1___
                                         2 + etc.


Sus valores de convergencia son  3/2, 7/5, 17/12, 41/29, 99/70, 239/169, .... 

Con una calculadora sin función raíz


Si queremos calcular el número áureo  con una calculadora sin función raíz, no tenemos más que hacer que



Entrar el 1.



Añadir 1. Calcular su inverso.



Añadir 1. Calcular su inverso.



Añadir 1. Calcular su inverso.


Continuando de esta forma, iremos convergiendo hacia el Número áureo.

Y si queremos calcular el número papiro con esa calculadora sin función raíz,  no tenemos más que hacer que



Entrar el 2. Calcular su inverso.



Añadir 2. Calcular su inverso.



Añadir 2. Calcular su inverso.



Añadir 2. Calcular su inverso.



.....



Sumar 1.


Con este cálculo iremos convergiendo hacia el Número papiro.

Por los coeficientes binomiales

Dispuesto el Triángulo de Pascal de coeficientes binomiales, tal como indica la figura y sumando las diagonales de igual tipo de letra, obtenemos los números de Fibonacci. 


1=C0,0
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1=C1,0
1=C1,1

1=C2,0
2=C2,1
1=C2,2

1=C3,0
3=C3,1
3=C3,2
1=C3,3

1=C4,0
4=C4,1
6=C4,2
4=C4,3
1=C4,4
1=C5,0
5=C5,1
10=C5,2
10=C5,3
5=C5,4
1=C5,5

..............

CURIOSIDADES


Como curiosidad, hablando de cálculos aproximados de los números irracionales anteriores, utilizando números racionales,  recordemos que podemos calcular valores aproximados de π por medio de las fracciones 22/7 = 3.1428... o mejor 355/113 = 3.1415929... (está fracción fue citada por el astrónomo chino Tsu Ch’ung-chih en el siglo V y no existe fracción con denominador menor de 113 que nos dé una mejor aproximación).


En el valor de π encontramos las primeras cifras 0 en las posiciones 33, 55 y 66.


Si comparamos algunos valores derivados de   π  y  de  Φ   obtenemos

4 / π     = 1.273....           [image: image8.png]


     = 1.272...  



( π / 4)2 = 0.617...   
Φ – 1 = 0.618...



π / Φ2   = 1.1999816148...

lo que puede darnos luz acerca de las discusiones sobre si los egipcios, y su consecuencia en la construcción de las pirámides, conocían o no los números Φ y  π, y un método para resolver con gran aproximación la cuadratura del círculo.

Los número de Fibonacci tienen algunas relaciones curiosas, como por ejemplo:



Solamente existe un cuadrado, el 144, que es precisamente el número 12 de la serie.



A excepción del número 3, todo número primo tiene número de serie primo.



Suma de los n primeros términos


fn+2 – 1



Suma de los n primeros términos impares

f2n


Suma de los n primeros términos pares

f2n+1-1



Suma de los cuadrados de los n primeros términos   
fn . fn+1
La diferencia de cuadrados de dos números 

f n + 12 - f n - 12 = f 2n

Producto de dos términos pares (o impares) consec.
f n + 1 . f n - 1 = f n2 ± 1


Dos números consecutivos son primos entre sí

VALORES CALCULADOS


e


Φ  


¨ serie


¨ fracción


1


2


1


1.5


2


1.5


1.5


1.4


2.5


1.6666666...

1.375


1.416666...


2.666666...

1.60


1.4375


1.413793...


2.708333...

1.625


1.398437...

1.414285...


2.716666...

1.615384...

1.425781...

1.414201...


2.718054...

1.619047...

1.405273...

1.414215...


2.718253...

1.617647... 

1.421.386                           1.414213... 


2.718278...

1.618182…

1.408294...

1.414213...

2.718280...

1.617978…

1.419204...

1.414213...

2.718281...

1.618056…

1.409930...

.....

2.718281...

1.618026…

1.417939...

.....

...


1.618037…

1.410931...

.....

.....


.....


.....


.....


2.718282...

1.6180339...

1.4142135...

1.4142135...

En lo sucesivo consideraremos principalmente los números

          Φ  = 
[image: image9.wmf]
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   = 1.61803398874989484820458683436563811772030917980576...

                         ¨ =  
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  = 1.4142135...

Los 2000 primeros decimales de Phi.

Por si el valor dado para Φ no tuviese la aproximación suficiente, damos a continuación los 2000 primeros decimales.

1·61803 39887 49894 84820 45868 34365 63811 77203 09179 80576    50
   28621 35448 62270 52604 62818 90244 97072 07204 18939 11374  100
   84754 08807 53868 91752 12663 38622 23536 93179 31800 60766

   72635 44333 89086 59593 95829 05638 32266 13199 28290 26788  200
   06752 08766 89250 17116 96207 03222 10432 16269 54862 62963

   13614 43814 97587 01220 34080 58879 54454 74924 61856 95364  300
   86444 92410 44320 77134 49470 49565 84678 85098 74339 44221

   25448 77066 47809 15884 60749 98871 24007 65217 05751 79788  400
   34166 25624 94075 89069 70400 02812 10427 62177 11177 78053

   15317 14101 17046 66599 14669 79873 17613 56006 70874 80710  500
   13179 52368 94275 21948 43530 56783 00228 78569 97829 77834

   78458 78228 91109 76250 03026 96156 17002 50464 33824 37764

   86102 83831 26833 03724 29267 52631 16533 92473 16711 12115

   88186 38513 31620 38400 52221 65791 28667 52946 54906 81131

   71599 34323 59734 94985 09040 94762 13222 98101 72610 70596

   11645 62990 98162 90555 20852 47903 52406 02017 27997 47175

   34277 75927 78625 61943 20827 50513 12181 56285 51222 48093

   94712 34145 17022 37358 05772 78616 00868 83829 52304 59264

   78780 17889 92199 02707 76903 89532 19681 98615 14378 03149

   97411 06926 08867 42962 26757 56052 31727 77520 35361 39362 1000
   10767 38937 64556 06060 59216 58946 67595 51900 40055 59089

   50229 53094 23124 82355 21221 24154 44006 47034 05657 34797

   66397 23949 49946 58457 88730 39623 09037 50339 93856 21024

   23690 25138 68041 45779 95698 12244 57471 78034 17312 64532

   20416 39723 21340 44449 48730 23154 17676 89375 21030 68737

   88034 41700 93954 40962 79558 98678 72320 95124 26893 55730

   97045 09595 68440 17555 19881 92180 20640 52905 51893 49475

   92600 73485 22821 01088 19464 45442 22318 89131 92946 89622

   00230 14437 70269 92300 78030 85261 18075 45192 88770 50210

   96842 49362 71359 25187 60777 88466 58361 50238 91349 33331 1500

   22310 53392 32136 24319 26372 89106 70503 39928 22652 63556

   20902 97986 42472 75977 25655 08615 48754 35748 26471 81414

   51270 00602 38901 62077 73224 49943 53088 99909 50168 03281

   12194 32048 19643 87675 86331 47985 71911 39781 53978 07476

   15077 22117 50826 94586 39320 45652 09896 98555 67814 10696

   83728 84058 74610 33781 05444 39094 36835 83581 38113 11689

   93855 57697 54841 49144 53415 09129 54070 05019 47754 86163

   07542 26417 29394 68036 73198 05861 83391 83285 99130 39607

   20144 55950 44977 92120 76124 78564 59161 60837 05949 87860

   06970 18940 98864 00764 43617 09334 17270 91914 33650 13715 2000


En estos primeros 2000 decimales aparece:

0 211 veces

5
188 veces

1 202


6
189

2 210


7
208

3 190


8
198

4 200


9
204

Phi con 10.000.000 de dígitos.

Para el que no le parezca suficiente la aproximación anterior, Grez J.Fee realizó un programa para el cálculo de Phi con 10.000.000 de dígitos en diciembre de 1996, según  Simon Plouffe, de la Universidad Simon Fraser.

REPRESENTACIÓN GEOMÉTRICA


Las consideraciones anteriores son bastante áridas, y aburridas, para los matemáticos por sabidas y para los que no lo son por su propia esencia. 

Vamos a ver si las consideraciones geométricas sobre estos números nos dan un poco más de amenidad.

Relación áurea

[image: image31.png]


                   Φ = c / a = a / b


La relación áurea en un segmento, es tal que si se divide éste, c, en dos porciones a y b, se mantiene la misma proporción entre el segmento total y la división mayor, que entre la división mayor y la menor.

[image: image32.png]


Generación de los rectángulos áureo y papiro

Si trazamos un cuadrado, y con centro en el punto medio de uno de los lados abatimos sobre este lado el vértice del lado opuesto, tendremos el vértice del lado mayor del rectángulo áureo; el lado menor es el lado del cuadrado.

[image: image33.jpg]



Si trazamos un cuadrado, y con centro en un vértice abatimos sobre un lado el vértice opuesto, tendremos el vértice de ese lado (el mayor) del rectángulo papiro; el lado menor es el lado del cuadrado. 

El rectángulo y la espiral áureos.

  Se llama rectángulo áureo a aquel que la relación entre sus lados es igual [image: image34.jpg]A P/DJ



a Φ.
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Si en un rectángulo áureo se gira 90º un lado mayor, hasta alinearlo con el lado menor, y se cierra el proyecto de rectángulo resultante, éste es también un rectángulo áureo.

Si vamos dibujando las huellas que deja el extremo de cada segmento al girar, obtenemos una espiral, llamada espiral áurea, y si determinamos las unidades que tiene el lado del rectángulo, partiendo de dos cuadrados de lado unidad vamos obteniendo los números de Fibonacci.

El rectángulo papiro

[image: image36.png]





Llamo rectángulo papiro, o rectángulo pitagórico,  al rectángulo cuyos lados están en la proporción  ¨  o sea  
[image: image12.wmf]2

  .


Tiene la propiedad de que si se le va dividiendo por la mitad de los lados mayores, o se le duplica pegando dos iguales también por los lados mayores, los rectángulos resultantes son también rectángulos papiro.

UN POCO DE HISTORIA


Después de la definición matemática, y aunque quizás sea previo, hablemos un poco de la historia de estos números,  que es posible que nos dé un poco más de sentido a los mismos.

El número, la relación y el rectángulo áureo.


Los antiguos griegos, dentro de su gran desarrollo de las Matemáticas, se sintieron atraídos por la relación áurea. Ésta relación la encontraron al estudiar el  pentágono regular y sus diagonales, donde se da además una doble relación áurea, y Pitágoras (unos 550 años A.C.) dio la definición de esta relación entre las diagonales y sus intersecciones, “Las diagonales del pentágono se cortan entre sí dando lugar a razones media y extrema”.
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La relación áurea para los griegos, simbolizada en el pentágono, tenía un valor casi religioso. Era un símbolo de belleza, y la utilizaron en su arquitectura, escultura, etc. como veremos más adelante, tanto en su relación lineal como en el rectángulo áureo. Hoy en día se discute sin embargo su relación con la belleza.

Triángulo áureo
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Si dibujamos un triángulo isósceles cuyos ángulos de la base sean 72º y por tanto el del vértice 36º obtenemos el triángulo áureo. 


En él la bisectriz de un ángulo de la base divide al lado opuesto en dos segmentos que tienen entre sí la relación áurea.

Como vemos que el triángulo áureo se deriva del pentágono estrellado, del que obteníamos la relación áurea,  las propiedades indicadas para aquel pueden aplicarse a éste.

Opiniones sobre el número áureo.


Leonardo da Vinci, y Piet Mondian lo utilizaron en sus obras y escritos.. Parece que ser que Leonardo es el que le dio el nombre de Número Áureo. El matemático americano Mark Baar parece que fue el primero en utilizar la letra Phi para designarlo, en recuerdo del escultor griego Fidias.
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Leonardo da Vinci unía de tal forma el arte con las matemáticas que dijo :  “ninguna investigación humana se puede llamar ciencia, si no está basada en una exposición y demostración matemática”.


También Luca Pacioli dijo: “Sin matemática no hay arte”.


En el dibujo adjunto, desarrollado por Leonardo da Vinci en su estudio del cuerpo humano, se encuentra el número áureo. En este estudio se muestra la figura de un hombre inscrito simultáneamente en un cuadrado y en un círculo: el centro de este círculo es el ombligo del hombre.
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La altura de la persona la divide en dos segmentos, desde la cabeza al ombligo y del ombligo a los talones.

Pues bien, la relación entre ambos segmentos es 1.618,  el número áureo. 

 
Como curiosidad reproducimos un parodia de dicho dibujo.


En un libro de Roger Hertz-Fischler, editado en 1987, se da con mucho detalle la historia de la Proporción Áurea, desde Pitágoras hasta nuestros días. Huntley en su libro “The Divine Proportion”, 1970, se refiere al culto de esta proporción por parte de los antiguos griegos.

Los números de Fibonacci y la espiral áurea.
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Leonardo da Pisa, conocido como Fibonacci, nació en Pisa, Italia, hacia el año 1175 y falleció en 1250. Vivió largo tiempo en Argel. 

Fue un gran matemático, y publicó en 1202 un libro sobre la aritmética, titulado “Liber abaci” (“El libro de los ábacos”) en el que menciona por primera vez la serie de números a los que nos hemos referido anteriormente, y a los cuales bautizó con el nombre con que actualmente los conocemos el matemático francés Edouard A. Lucas (1842-1891), el cual también desarrolló fórmulas que permiten calcularlos y que los relacionan entre sí.


El libro que mencionamos hay quien dice que fue el fundamento para la actual notación del sistema decimal, aunque éste tuviese raíces egipcias, sumerias y chinas. En su estancia en Argel conoció Fibonacci profundamente los sistemas árabes de numeración.
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El descubrimiento de esta serie lo realizó Fibonacci analizando como se multiplicarían los conejos en circunstancias ideales.

Se supone que se dejan en el campo una pareja de conejos, macho y hembra, que los conejos son capaces de procrear a la edad de un mes, que la gestación dura otro mes, que siempre nacen un macho y una hembra y  que nunca mueren. 
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PLANTILLA PARA EL RECTANGULO Y LA RELACION AUREA



Al final del primer mes habrá una pareja, al final del segundo mes habrá 2 parejas, al final del tercer mes habrá 3 parejas, al final del cuarto mes habrá 5 parejas, etc. y si seguimos contando nos encontraremos con los números de Fibonacci.

Ya veremos que estos números, y la espiral áurea que se deriva de ellos, se encuentran presentes en muchos casos en el estudio de la naturaleza (flores, crustáceos, familias animales, etc.)

[image: image46.jpg]400
300
200
100
L
o 0 141 282 424 566

PLANTILLA PARA EL RECTANGULO Y LA RELACION PAPIRO



El rectángulo papiro.


Ha sido la proporción escogida por las normas DIN a principios del pasado siglo, y después adoptada por las principales normas nacionales, no anglosajonas, al normalizar el tamaño del papel. El motivo de su elección es precisamente que al cortarlo por la mitad, se sigue manteniendo la misma proporción (el tamaño base corresponde a una superficie de papel de 1 m2, o sea 1189 por 841 mm).


Estamos tan acostumbrados a esta proporción, que su encuentro en objetos de la vida cotidiana nos parece normal y con armonía.

LA RELACION ÁUREA EN LA VIDA COTIDIANA


La belleza unida a la proporción se conoce desde los antiguos griegos, y ha sido descrita y estudiada por mucha gente, que la ha aplicado a sus propias producciones.

Pero, ¿qué es belleza?. ¿Está solo en la mente del observador o hay algunos valores absolutos?. Yo creo que desde luego viene condicionada por la educación y las costumbres, y que tiene una gran conexión con las buenas o malas proporciones. 

Entre los que han escrito sobre las proporciones según los números considerados, o las han utilizado en su producción,  podemos encontrar:

Artistas: . Fidias; Leonardo, 1490; Durero, 1528; Velazquez; Borissavlievitch, 1958; Ghyka. 1964.

Matemáticos: Huntley, 1970; Gardner, 1966.

Arquitectos: Le Corbusier, 1961.

Músicos: Mozart; Bartok; Debussy; Lendvai, 1971.

Científicos: Thompson, 1952; Coxeter, 1961; Gyorgi Doczi; Hambridge, 1921.

Filósofos:  Koestler, 1962.

Psicólogos: Benyafield & Adams, 1976.

Odontólogos: Eddy Levin, 1978.

Huntley escribió un libro llamado “The Divine Proportion” dedicado al estudio de la Proporción Áurea, y en cuya portada podemos ver una Espiral áurea.

Le Corbusier desarrolló la escala modular basada en la proporción áurea, y la aplicó a sus edificios. Su libro más representativo es “Le Modulor”.

Lendavi, en sus estudios sobre Bela Bartok, llegó a la conclusión que éste utilizaba la Proporción Áurea en sus composiciones.

Para más información véase la Bibliografía que incluimos al final.


A continuación veremos algunos ejemplos en los que podemos apreciar como existen en la vida cotidiana conexiones entre los números que hemos analizado anteriormente y la realidad. Se puede objetar que también existen otros muchos casos en los que no se realizan estas correspondencias, lo que es cierto, pero ello no quita validez a que se pueda identificar una determinada dependencia de estos números con la belleza y la armonía o con la utilidad y la naturaleza (números de Fibonacci, relación áurea, papiro).


En algunos de los ejemplos que se citan, no podemos decir que se cumpla exactamente la proporción indicada, pero sí que está muy próxima a los valores considerados, es decir que producen la misma sensación de proporción.

Comprobación de la relación áurea.
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Para los aficionados a estos estudios, y para un mas fácil examen de las figuras que cumplan estas relaciones, se ha ideado un compás análogo al antiguo compás de proporciones, pero con las puntas en un solo lado y alineadas, articulado de tal forma que las distancias entre las puntas están siempre en la relación áurea. Los interesados pueden ampliar información sobre el mismo en la página web de Eddy Levin www.goldenmeangauge.co.uk

Si queremos un sistema, al alcance de todos, para analizar si las dimensiones de determinadas partes de un objeto o dibujo cumplen la relación áurea, o están inscritos en un rectángulo áureo, podemos hacer la plantilla siguiente, dibujándola en cualquier material plano transparente.
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En esta plantilla todos los rectángulos con vértices opuestos en el origen y en la diagonal, son rectángulos áureos, y los segmentos horizontales comprendidos entre el eje de ordenadas y las líneas oblicuas, cumplen la relación áurea. Situándola encima del dibujo que estemos analizando, podemos apreciar de un vistazo si tiene o no las relaciones áureas.
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Análogamente podemos proceder para el estudio de la relación papiro, construyendo la plantilla que se adjunta.


En ella, al igual que en la anterior, los rectángulos cumplen la relación papiro, y los segmentos horizontales entre el eje de ordenadas y las líneas oblicuas cumplen la misma relación papiro.

Ejemplos.

                           
En algunos de los ejemplos siguientes, puede aparecer una o las dos comparaciones, siempre con su color, rojo para la relación áurea, y verde para la relación papiro.


Veremos algunos ejemplos, limitados por el tiempo disponible, relacionados con :



La arquitectura.



El arte.



La astronomía.

La Biblia.



La Bolsa.



La criptografía.



El hombre.



La medicina y la farmacia.



La música.



La naturaleza.



La numismática.

Los objetos

LA ARQUITECTURA


En las siguientes construcciones podemos apreciar que hay proporciones en las mismas, según se indica, que cumplen la proporción o el rectángulo áureo.

Pirámides de Egipto
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En su construcción se utilizó la relación áurea para la determinación de sus dimensiones.
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El Partenón. Atenas.

Los griegos consideraban la relación áurea como base de la belleza y la armonía en el arte, y así la aplicaron en sus construcciones.

[image: image53.jpg]



La Gran Muralla China
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La puerta de la Ciudad.

 Bagdad
                                          .    Cúpula de San Pablo. Londres
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El arquitecto francés Charles-Edouard Jeanneret (Le Corbusier desde 1920) escribió en 1950 un libro, Le Modulor I, cuya portada en versión inglesa vemos a la izquierda, que es una guía del uso de la proporción áurea  en arquitectura. Publicó una segunda parte en 1955, Modulor II. 

En dicha portada, en el centro, podemos ver dibujada una escala áurea.

A continuación damos dos ejemplos de construcciones de dicho arquitecto, en los que están marcados en rojo las diagonales de algunos de los rectángulos áureos presentes en las fachadas.
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EL ARTE

Mona Lisa
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Dibujando un rectángulo que encuadre la cara, nos encontramos con un rectángulo áureo.


El cuadro en sí también tiene esas proporciones.


Adicionalmente, las otras áreas principales del cuadro, desde el cuello a las manos y desde el escote hasta debajo de las manos, también forman un rectángulo áureo.

Bosquejo de la cabeza de un hombre
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             Leonardo da Vinci ha cubierto el bosquejo de una cabeza de hombre  con un cuadrado, subdividido en rectángulos, algunos de los cuales son aproximadamente rectángulos áureos.

   

     

 

San Jerónimo
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Se piensa que la proporción de la figura de San Jerónimo, que se enmarca en un rectángulo áureo, está realizada expresamente por Leonardo da Vinci.

La Anunciación. Leonardo da Vinci.
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Si trazamos a derecha e izquierda sendos cuadrados de lado la altura del cuadro, obtendremos en el centro dos rectángulos áureos.

Si trazamos líneas rectas horizontales y verticales  a la distancia phi (0.618) dividiendo la altura y el ancho podemos apreciar que estas líneas nos indican partes importantes de la pintura tales como el ángel y la Virgen, y cruzan a través de objetos importantes.

Sagrada Familia. Miguel Ángel
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Es notable la coincidencia de las principales figuras con las zonas definidas por  un pentágono.

Villa Medicis. Roma. Velázquez.
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Se aprecia que la puerta queda encuadrada dentro de un rectángulo áureo.

Natividad y Muerte de San Nicolás. Fra Angélico.     
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En ambos cuadros se aprecia que los tres grupos de figuras principales están inscritos en rectángulos áureos. 
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Crucifixión. Rafael. 

Las figuras principales están dentro de un triángulo áureo, que a su vez define un pentágono.
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La última cena. Leonardo da Vinci.

Los grupos principales están inscritos en rectángulos áureos.
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Composición en rojo, amarillo y azul. Mondrian.
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En este cuadro, pintado por Piet Mondrian en 1942, vemos la existencia de rectángulos áureos, pero tambien rectángulos papiro, cuadrados y otras proporciones.
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Nueva York . Mondrian.

El cuadro anterior, de Piet Mondrian, se inspiró en la disposición urbana de Nueva York, basada en rectángulos. En dos copias del mismo hemos marcado las diagonales de rectángulos áureos (en rojo) y de rectángulos papiro (en verde).


Espiral. May.


El siguiente cuadro está realizado por Edward S. May, dentro de su obra “Chromatism”. Está compuesto a base de espirales áureas.
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LA ASTRONOMÍA


En la fotografía de Próxima Centauri  podemos apreciar fácilmente la forma de una espiral áurea.
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LA BIBLIA
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En la Biblia  se da para la relación ancho / alto (manga / puntal) del Arca de Noé el valor 5/3. Asimismo se indica que tenía 3 pisos, entraron 8 personas, y 2 de cada animal (macho y hembra).

(Génesis 6, 15-16; 7,9).

Todos los números anteriores corresponden a la serie de Fibonacci, y la relación 5/3 es una aproximación a la relación áurea.

LA BOLSA

En la mayoría de los diccionarios bursátiles aparece la definición de la serie de Fibonacci, con la indicación de que es aplicable a los fenómenos de Bolsa.


Las decisiones mas importantes en Bolsa, son las decisiones de cuando comprar o vender, y que valores seleccionar.


Dentro de las herramientas que utilizan los analistas, para facilitar el examen de la marcha de las cotizaciones y su probable evolución futura, está el estudio de la evolución de las medias móviles de dichas cotizaciones, es decir la media, ponderada o no, obtenida de n cotizaciones previas a cada día considerado. Según el número de días calculado se pueden estudiar medias largas (100 a 200 sesiones) o cortas (5 a 25). Estas medias alisan los gráficos evolutivos y se han ido desarrollando desde que Spencer en 1904 planteó la idea de su uso.


Pues bien, según el Prof. Francisco Gallego Puche, estas medias móviles indican mejor la tendencia cuando se consideran periodos que corresponden a los números de Fibonacci.


Podemos ver un gráfico en que se incluye la cotización del Ibex 35 , y sobre la misma las medias móviles correspondientes a 7, 14 y 21 días.
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En la teoría de la onda de Elliot, se consideran los números de Fibonacci como base del principio onda. véase por ejemplo el Elliot wave and technical análisis tools (www.advancedget.com/index.html)


También se han desarrollado otros programas informáticos para el análisis de la evolución de los precios basados en los números de Fibonacci, como el Fibonacci Trader TC2000 end of day program (véase www.fibonacci.com).

Análisis Técnico del Mercado .- Las relaciones de Fibonacci pueden aplicarse al mercado para determinar objetivos de precio. Generalmente, en el mercado bursátil se utilizan las dos relaciones principales de Fibonacci: (0,382 = 1-0,618 ) y (0,618 ).

En la corrección posterior a un tramo en tendencia al alza es frecuente que finalice próxima a 0,382 o a 0,618 del tramo previo al alza, aunque no sea con exactitud. Generalmente, los niveles mostrados serán de soporte. 

El mercado a la baja tiene un comportamiento similar al descrito anteriormente. Para calcular los retrocesos de Fibonacci se considera todo el movimiento, desde un máximo a un minimo y no con los cierres.

Después de un tramo en tendencia vendrá una fase correctiva. El siguiente movimiento en la dirección de la tendencia estará en función de la relación áurea ( 1.618, 1, 0,618). Un objetivo de precios máximo del 1,618% del tramo previo anterior es una práctica muy sana. Las relaciones de Fibonacci pueden aplicarse a cualquier tipo de gráfico y a cualquier marco temporal, esto es, desde un gráfico de 2 minutos a uno mensual.

Cuando el nivel de retroceso coincide con un objetivo de Fibonacci, 'la cota' define un importante nivel de soporte o resistencia Este comportamiento solo se aplicará si existe un número muy alto de participantes, y si se trata de un valor muy líquido.

LA CRIPTOGRAFÍA

Una interesante aplicación de los números de Fibonacci es en la construcción de la máquina electrónica de encriptar llamada el generador de Fibonacci., y  que se basa en el concepto de dichos números. Su uso es contemporáneo y es, o ha sido, utilizada por Estados Unidos y la NATO.


Se basa en series de Fibonacci de base 5. No voy más que a mencionar su uso, ya que su descripción es bastante tediosa, y tampoco tengo excesiva información sobre la misma.

EL HOMBRE.
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El arquitecto francés Le Corbusier, al igual que había hecho anteriormente Leonarda da Vinci,  estudió la proporción del cuerpo humano, y encontró también relaciones correspondientes al número áureo. La ilustración adjunta corresponde a una de sus obras en la que define las proporciones del cuerpo humano, y en la figura siguiente varias personas de distintas épocas, en retrato, pintura y escultura.

Podemos apreciar  las diferencias de las culturas en las proporciones.
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Si calculamos la altura total en relación al tamaño de la cabeza, obtenemos un valor de 6.86.

En el arte clásico la figura ideal tiene una relación de 8; en la realidad en un adulto es de 7 a 8, Durero utilizó mucho el 7.5, Rembrandt usaba 7; Miguel Angel en su David utilizó 7.
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Felipe IV                                     
Enano y perro                              La Vida

                                       

Velazquez                            Picasso
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Acróbata y niño                          Novia Lagarterana               El Jardín de las Delicias

Picasso  


Sorolla


   El Bosco

En los cuadros anteriores podemos apreciar que Velásquez ha utilizado los valores 7 (Felipe IV) y 5,8 (El enano), Picasso 6,5, Sorolla 7,5 y 6,5 y El Bosco 7.

La boca y los dientes

Eddy Levin comenzó en 1978 sus estudios sobre la relación áurea entre los elementos faciales, encontrando sorprendentes resultados
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Los cuatro dientes frontales de cada lado (dos incisivos, caninos y primer premolar, tienen unas anchuras proyectadas que corresponden a la Proporción áurea. 

 [image: image86.jpg]ina

10poatione
en

et

i

H
o
ki
asicar





Tambien están en esta proporción los segmentos que corresponden a estos cuatro dientes, y la distancia hasta la comisura de la boca.
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El Dr. Stephen Marquardt, destacado cirujano odonto-maxilar de California, encontró que la relación entre la anchura de los dos incisivos superiores (dientes destacados desde el punto de vista de la estética) y su altura, corresponde a la relación áurea.

Los ojos. 
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El blanco de los ojos y la distancia intraocular están en la relación áurea.

La escritura
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Al escribir, la distancia a la que se suele colocar el trazo central de letras como la A, B, E, F, H, P, R, divide la altura en dos segmentos que están en la Proporción Áurea.

LA MEDICINA Y LA FARMACIA

Las manos y Fibonacci.

Si miramos nuestras manos, veremos que tenemos:
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Números de Fibonacci                          

2 manos, cada una de las cuales tiene

5 dedos, cada uno de los cuales tiene

3 falanges.

Relación áurea

Si medimos la longitud de los huesos de los  dedos (se aprecia mejor si se curvan ligeramente o  si se dispone de una radiografía), la longitud del metacarpo a la falange, de ésta a la falangina, y de ésta a la falangeta es aproximadamente Phi, es decir que se forma una escala áurea en cada dedo.
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              En una publicación de la Sociedad colombiana de cirugía ortopédica y traumatología, se dice:

              “Se consideran en las articulaciones interfalángicas y en la metacarpofalángicas los siguientes arcos de movimiento en flexión IFD 80°, IFP 110°, MF 90° dando como resultado un Arco de Movimiento Activo Total (AMAT) de 280° (ASHS 1983, Gerstner 1985). La cadena digital sólo tendrá esta función si la longitud del metacarpiano y de las falanges se inscribe en la serie numérica de Fibonacci, la cual resulta de la longitud de la falange proximal, que es la suma de la longitud de las falanges media y distal, lo cual implica un tratamiento rápido y seguro que restaure la longitud estricta de cada uno de sus componentes”.

En la radiografía y foto incluidas, podemos ver que los huesos de los dedos forman aproximadamente escalas áureas y los ángulos son 92º, 105º, 88º, con un ángulo total de 285º.

Secuencia de incremento de dosis en la experimentación clínica de nuevos fármacos.


Según la Sociedad de Etica en Medicina, Revista electrónica 005, uno de los esquemas más utilizados para la secuencia del incremento de las dosis, en las pruebas de Fase I en la experimentación clínica en humanos durante el desarrollo de nuevos fármacos, para determinar el Límite de la dosis tóxica (TDL) y la Dosis máxima tolerable, es precisamente el uso de las series de Fibonacci.

LA MUSICA

La escala musical natural o diatónica se compone de 8 (7) notas (la nota 8, do sirve de fundamental en la gama siguiente), cuyos intervalos con la fundamental son los siguientes:

do
re
mi
fa
sol
la
si
do

1
9/8
5/4
4/3
3/2
5/3
15/8
2


Además de los intervalos anteriores existe el sostenido (#), 25/24, y el bemol, 24/25 aplicado a cada una de las notas anteriores, lo que hace un total de 24 (21)  notas en cada gama.


La escala temperada o cromática tiene 13 (12) notas, con 12 intervalos iguales a  
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 y que corresponden con   do,  do#,  re,  re#,  mi,  fa,  fa#,  sol,  sol#,  la,  la#,  si,  do, en la que no hay bemoles por confundirse con los sostenidos.


Puede modificarse el tono de una melodía tomando como fundamental otra nota diferente del do, pero manteniendo a partir de ella la misma serie de intervalos para definir la gama.

Una melodía es una sucesión de éstas notas. Dos ejemplos de música basada en los números de Fibonacci, la encontramos en la página web http://www.geocities.com/Vienna/9349/index.html, The sound of Mathematics,  desarrollada por Daniel Cummerow.

Música en base a los números de Fibonacci.

Fibo 8 - Ocho partes en Mi menor – http://www.geocities.com/Vienna/9349/fibo8.mid - 3m 40s.


Esta pieza de música utiliza los ocho primeros números de Fibonacci. En cada nuevo número el valor de la nota se disminuye alternativamente por un factor ½ o 1/3. El tono asciende un escalón en la escala de Mi menor. Después de 4 pasos, el tono vuelve a Mi menor de nuevo, pero una octava más alta, y así sucesivamente. Cada parte se ejecuta sobre las dos partes anteriores.
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Fibos mid




  Aquí se oyen unos compases (25 segundos) de esta composición.

La cadena áurea en música.

Rabbit - Dos partes en Mi mayor – http://www.geocities.com/Vienna/9349/rabbit.mid
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  Aquí se oyen unos compases (20 segundos) de esta composición.

El autor de The Sound of Mathematics puso Phi en música a través de una secuencia binaria cuya relación entre el número de 1s y de 0s es Phi. Esta secuencia es conocida como la cadena áurea. Cuando se la codifica en notas musicales, se desarrolla una pegadiza melodía.


La cadena áurea es una cadena binaria, no repetitiva, infinita. En cierto sentido es un fractal puesto que es siempre autosimilar. Si los dos primeros pasos son s0 = 0 y s1 = 1, y hacemos que se cumpla que sn es la concatenación de sn-1 y sn-2,  sn es la cadena áurea.

Los primeros términos de esta cadena son 0, 1, 10, 101,  10110, 10110101, 1011010110110, 101101011011010110101, 1011010110110101101011011010110110, ...  que nos dan a partir del tercer término 2/1, 3/2, 5/3, 8/5. 13/8, 21/13, ..., para el cociente entre el número de 1 y el de 0, es decir el cociente entre números consecutivos de Fibonacci, o sea la serie que nos define Phi.

Básicamente existen dos partes en esta pieza musical:

1 –  Se toman 5 dígitos de la cadena áurea cada vez, moviendo un dígito a la derecha para los siguientes 5 dígitos. Las posibles permutaciones 5 sobre 2 se identifican con un tono de la escala en mi mayor, según se indica en la tabla siguiente. Las cadenas de 5 dígitos apuntan al primer tono de las frases de cinco tonos que se oyen en la pieza. Los primeros 4 dígitos dirigen al segundo tono, y así sucesivamente. Se utilizaron los primeros 162 dígitos de la cadena áurea.

Nota

mi1
fa#
sol#
la#
do
re
mi2
fa#
sol#
la#

Cadena

01011
01101
10101
10110
11010
11011
 
 
 
 

 
 

0101
0110
1010
1011
1101
 
 
 

 
 
 
 

010
011
101
110
 
 

 
 
 
 
 
 

01
10
11











0
1
2 – La relación entre el número de 1 y de 0 en la cadena áurea es precisamente Φ.

El dígito 0 corresponde a una pausa, y  los dígitos 1 – 9 corresponden a los tonos mi1, fa, fa#, sol, sol#,  la#, do, re, y mi2  respectivamente. Los tonos se toman una escala más alta cuando la primera parte alcanza su dígito 101. Se ligan las notas consecutivas iguales. Se utilizaron los 633 primeros dígitos.

LA NATURALEZA

La razón áurea,  la espiral áurea y los números de Fibonacci, se encuentran muy a menudo en la Naturaleza, en las plantas, los animales, el hombre, los cuerpos celestes, etc.


En las plantas la disposición de las semillas, de las ramas, de las hojas, se acomoda en muchas ocasiones a los números de Fibonacci, o al más irracional número posible, aproximado a dos números de Fibonacci consecutivos. Según algunas interpretaciones para obtener la máxima insolación o el máximo riego por la lluvia, así  como para obtener un empaquetamiento óptimo de objetos en crecimiento.

En los moluscos y en las galaxias vemos muchos ejemplos de la espiral áurea.

Comentaremos algunos ejemplos a continuación.

ZOOLOGIA

Genealogía de las abejas.


Vimos que el estudio de la población de conejos dio lugar al descubrimiento de los números de Fibonacci. Pues bien estos números se aplican también a la genealogía de las abejas.
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Las abejas viven en enjambras en los que existe una hembra, la reina, que procrea; otras hembras que no procrean, y los machos.

La reina se aparea solamente una vez, produciendo huevos fértiles (que son siempre hembras o trabajadoras), o huevos infértiles (que por partenogénesis dan lugar a los machos o zánganos).


Esto significa que cada hembra tiene dos antecesores, y cada macho solo uno, lo que nos da lugar a la siguiente serie:


Abeja macho: 
1 padre, 2 abuelos, 3 bisabuelos, 5 tatarabuelos, 8 tatatatarabuelos, etc.


Abeja hembra:
2 padres, 3 abuelos, 5 bisabuelos, 8 tatarabuelos, 13 tatatatarabuelos, etc.


La serie continúa según los números de Fibonacci, con la abejas hembras un término adelantado  en cada generación sobre los machos.
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La concha del Nautilus.
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En la concha del Nautilus podemos ver perfectamente la analogía de forma con la espiral áurea.

El carnero de Dall
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Sus cuernos corresponden a la espiral

BOTANICA

El término técnico para la denominación del estudio de la disposición de las hojas, ramas y semillas en las plantas es el de filotaxis (phylotaxis en inglés). 

Encontraremos abundantes ejemplos de distribuciones de tallos, pétalos, semillas y hojas que se realizan según los números de Fibonacci.  

Número de tallos.
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Existe una planta que muestra los números de Fibonacci en el número de sus ramas.


Si suponemos que cuando crece una nueva rama, ésta tiene que tener dos meses antes de poder echar una rama nueva, y después lo hace cada mes, obtenemos el gráfico que se muestra adjunto. 

La planta que se desarrolla aproximadamente según este esquema es la Achillea ptarmica, 

Número de pétalos en las flores.

En muchas flores, el número de sus pétalos es un número de Fibonacci:

  3 pétalos

 lilas y flor de lis; a veces las lilas tienen 6 pétalos en dos grupos de 3.

  5 pétalos

 ranúnculo, rosa silvestre, espuela de caballero, colombino (aquilegia).

  8 pétalos:

 delphiniums.

13 pétalos: 

caléndula, zuzón, cineraria, “corn marigold”.

21 pétalos: 

aster, achicoria, “black-eyed susan”.

55, 89 pétalos: 
asteráceas, margaritas de San Miguel.

Aunque hay especies que son muy exactas en el número de pétalos que tienen, por ejemplo el ranúnculo, otras no lo son tanto, aunque su valor medio se aproxima al número de Fibonacci. 

He aquí algunos ejemplos:
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Lirio, 3 pétalos         

Primavera, 5 pétalos
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Margarita, 34 pétalos                

             Margarita, 53 pétalos

Pero también existen otras muchas flores y plantas que son muy ignorantes, y desconocen los números de Fibonacci, por lo que tienen pétalos que no siguen dicha serie. Entre ellas encontramos
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            6 pétalos                           7 pétalos                               12 pétalos

Es decir que quizás fuese mas exacto decir que el número de pétalos en las flores está de acuerdo con la serie de los números naturales (no van a ser fraccionarios), más que con los números de Fibonacci.

H S M Coxeter, en su Introduction to Geometry dice: Debe admitirse que en algunas plantas los números no pertenecen a la serie deFibonacci, sino a la de Lucas, y aún a las series más especiales de 3,1,4,5,9,... o 5,2,7,9,16,... Esto puede aplicarse no solo a los pétalos sino a todas las demás disposiciones.

.
Quien desee investigar más sobre este tema, puede encontrar información en las siguientes bases de datos sobre flores:

Base de datos de plantas del US Department of Agriculture, http://plants.usda.gov/plants, con más de 1000 referencias, información de las plantas y otros datos.

En Holanda tenemos la Web de flores, http://www.flowerweb.nl y la Base de datos de flores, http://www.flowerbase.com, con redireccionamiento a otros lugares.
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Disposición de las semillas
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 las fotografías anteriores de una Echinacea purpura, de la familia de las margaritas, realizadas por Tim Stone podemos ver la disposición en espiral. El número de espirales a derecha e izquierda es distinto,  pero en ambos casos siguen los números de Fibonaci. En el círculo que hemos marcado podemos contar 55 espirales en sentido levogiro (cuadrado blanco) y 34 espirales en sentido dextrogiro (cuadrado negro).


Esto ocurre en muchas flores y grupos de semilla. Parece que la razón es que esta disposición da lugar a un empaquetamiento de las semillas óptimo. El número de espirales que vemos es diferente en flores grandes que en pequeñas, y se corresponde casi siempre, en una y otra dirección, con los números de Fibonacci. 
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Los esquemas anteriores corresponden a agrupaciones de 500, 1000 y 5000 semillas.
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En las fotografías anteriores de una piña podemos apreciar perfectamente la disposición de las espirales existentes, con una secuencia de 13 en el sentido del reloj, y 8 en sentido contrario.. 

Disposición de las hojas

Muchas plantas tienen sus hojas dispuestas alrededor del tallo según los números de Fibonacci, y de tal forma que hay la máxima separación entre cada una y la correspondiente superior, lo cual da lugar a una insolación y exposición a la lluvia máximas.
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Las figuras adjuntas, generadas por ordenador por Brian Knot, nos ilustran acerca de este punto.

Contamos el número de vueltas que damos al tallo en uno o en otro sentido, y el número de hojas encontradas, al ir desde una hasta otra superior que ocupa su misma orientación.. Pues bien los tres números son tres números consecutivos de Fibonacci.

En la planta superior encontramos 2, 3 y 5 para el número de vueltas y el de hojas. En la inferior tendremos 3, 5 y 8.


Los ejemplos anteriores corresponden como hemos dicho a plantas generadas por ordenador. Pero en la realidad casi un 90% de las plantas se ajustan a esta disposición de las hojas.


Algunas plantas que tienen una organización de hojas según los números de Fibonacci son:

1/2    olmo, tilo, limero, césped.
1/3    haya, avellano, césped, zarzamora.
2/5    roble, cerezo, manzano, acebo, ciruelo, hierba cana.
3/8    álamo, rosal, peral, sauce.
5/13  sauce americano, almendro

donde el primer número es el número de vueltas, y el segundo el de hojas encontradas.


Podemos decir que las hojas se posicionan en las ramas sobre los huecos de las hojas inferiores, formando una espiral alrededor del tallo. Lo más curioso es que el ángulo entre las mismas, sea cual sea la especie que consideremos, tiene en la realidad muy pocos valores. Independientemente de los indicados anteriormente, el más común es el de 137.5º, que forma precisamente la relación áurea con la circunferencia total.

Cactus

Las espinas de los cactus se disponen en la misma forma que hemos visto anteriormente en las piñas, pétalos y hojas, aunque por su forma se pueden distinguir las dos espirales que hemos mencionado mucho más fácilmente.

En la Mammilaria huitzilopochtli podemos ver las dos series de espirales, con frecuencias 
21 y 34. 
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Teoría del almacenamiento.


Hemos dicho anteriormente que una explicación de la disposición de semillas, etc. podía estar en el almacenamiento óptimo. En la teoría matemática del almacenamiento, se estudia la disposición de cuerpos geométricos de la misma forma, de modo que se obtenga el máximo aprovechamiento del espacio.


Pueden distinguirse dos casos principales:


Almacenamiento A.  Los elementos que forman el conjunto mantienen su tamaño. La adición de elementos nuevos se hace por la periferia.


En dos dimensiones consideramos las formas de algunos poligonos regulares, triángulo equilátero, cuadrado, exágono y círculo, no entrando en las teselas que se salen de la materia de esta charla. Naturalmente en el mismo grupo entran todos los derivados por deformación geométrica (estiramiento, oblicuidad, etc.), como es el caso del almacenamiento de rombos. El círculo no tiene el rendimiento de los otros polígonos citados, dejando espacios huecos entre cada forma.
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En el caso de 3D, el ejemplo más típico es el almacenamiento de esferas (antiguas balas esféricas de artillería, fruta, etc.) en forma piramidal. Como inciso, la conjetura de Kepler, que señala que este sistema es el más eficaz para el almacenamiento de esferas, se ha tardado cuatro siglos en poderse demostrar.


Almacenamiento B.  Los elementos que forman el conjunto crecen proporcionalmente a su tamaño. La adición de elementos nuevos se hace por el centro del conjunto.
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Este tipo de almacenamiento es el que es aplicable a las semillas, espinas, etc. de los vegetales, y a la concha de los moluscos que hemos visto anteriormente, y da lugar a las disposiciones en espiral.

LA NUMISMATICA
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Suiza emitió en 1987 un sello de correos con el tema de la espiral y de los rectángulos áureos, con motivo del 150 aniversario de la Société Suisse  des Ingénieurs et des Architectes..

El rectángulo de impresión es un Rectángulo Áureo.

LOS OBJETOS

Objetos artísticos varios.

[image: image124.jpg]


[image: image125.png]N




Objeto diseñado por Picasso, con líneas trazadas en la columna, y cuyas distancias corresponden a la Serie Áurea.

    La cuchara del amor galesa. 
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Dibujo de una túnica 

del Antiguo Egipto. 

Adorno de la cultura
 azteca.
Otros objetos
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Dos ejemplos que tenemos todos los días a la vista son las tarjetas de crédito (85 / 54 = 1.58, rectángulo áureo) y el permiso de conducir (rectángulo papiro).

La relación áurea en otros objetos la podemos observar en los siguientes
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 CONCLUSIONES.


El Número Áureo, Φ , Phi, Número de Fidias, Divina Proporción, Golden Number, llamado también el más irracional de los irracionales, etc. es un número que tiene curiosas e interesantes propiedades matemáticas. Ha sido estudiado desde la antigüedad.


Se ha asociado la relación y el rectángulo áureo, por los antiguos griegos, con  la máxima armonía y belleza.


Tanto el número áureo como la serie de los números de Fibonacci, estrechamente relacionados, se encuentran fácilmente en la naturaleza, el hombre, las producciones artísticas y los objetos de la vida cotidiana, pero no en exclusividad.


La realidad es que su uso por arquitectos, artistas, etc. es muy cuestionado por los investigadores, divididos en los a favor y los que están en contra. Un buen ejemplo de esta discusión es si ha sido o no utilizado en las pirámides egipcias.


Yo creo que a las aplicaciones, no matemáticas, del número áureo se puede aplicar el axioma del punto gordo, que dice: “Por un punto suficientemente gordo, se pueden trazar muchas paralelas a una línea recta”, en contraposición al quinto axioma de Euclides que indica que por un punto solo se puede trazar una paralela.

El número de libros, artículos y otras publicaciones sobre estos números es extensísimo. En estas notas no se ha pretendido otra cosa que exponer algunos detalles que puedan servir para excitar la curiosidad de aquellos que no le hayan dedicado atención anteriormente.

Se adjunta también una relación bibliográfica y de páginas Web relacionadas con el tema.
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